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3.1. Bevezetés

A valoszinliségszamitas a matematikanak egy 6nalldan fejl6dd aga és erre a fogalomrendszerre
épul a matematikai statisztika (biometria) is. A modern valészinliségszamitas kidolgozasa
Kolmogorov orosz matematikus nevéhez flizédik, aki ebben 1930-ban fektette le a
valoszinlségszamitas alapjait.

A valoszinliségszamitas csak egy eszkoz a dontéseinkhez. Egy olyan eszkdz, mely szamszerisiti
egy esemény bekdvetkezésének az esélyét, és ezen érték alapjan dénteni lehet az eseményre
bekovetkezésére vagy be nem kdvetkezésére vonatkozdan.

A valoszinliségszamitas a kdvetkezd fogalmakra épuil.

3.2. Kombinatorika

A kombinatdrika (kapcsolastan) az elemek csoportositasaval foglalkozik. Els6dleges feladata az
elemek csoportjainak eléallitasa, valamint a csoportok szamanak meghatarozasa. Az elemek egy
elrendezését komplexiénak nevezzik.

Az elemek elrendezésének harom legfontosabb fogalma a permutacio, a variacio és a kombinacio
témakoréhez tartozik.

3.2.1. Permutaciok
Ha az elrendezend6 (n db) elemek mind kiilonbdzék, akkor ismétlés nélkili, ha az elemek kdzott
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Biometria az orvosi gyakorlatban 2
azonosak is vannak, akkor ismétléses permutaciordl beszélhetiink. Megegyezés szerint az azonos
elemek felcserélését nem tekintjlk kildonbdzé sorrendnek.
Az ismétlés nélkili permutaciok szama:

P,=1¢2¢3¢ ... ¢ n=nl vagy réviden P, = n!
Jeldlésben n! (ejtsd: n faktorialis), ami az n elem faktorialis értékét jeldli.
Megallapodas szerint 0! = 1.

Ismétléses permutaciok szama:

ko kyaky n!
" k Lk, Lk, ! k!
ahol kq,kz,ks,...,k, az egymas kozt megegyez6 elemek szamat jeldli.
Példak
1. Hany hatjegyl szam allithato6 el6 a 0, 1, 4, 5, 6, 8 szamjegyekbd|?

Megoldas:
Ps - Ps = 6! - 5! =720 - 120= 600
2. Hany hatjegyl szamot képezhetiink az 1, 1, 3, 3, 3, 6 szamokbol?

Megoldas:
A szamok ismétléses permutacié adja a megoldast
23 6
Po =203 =%

3.2.2. Variaciok

Ha n szamu kilénb6z6 elembél kivalasztunk k(k < n) szamu elemet ugy, hogy figyelembe vesszik
ezek sorrendjét is, akkor n elem k—ad osztalyu variaciéjarol beszéllink. Az 6sszes variacio szamat
a

k — k' — — ° - ° — . . -
A —(n_k)!—n(n De(n—-2)s(n—=3)e...e(n—k+1)

kifejezés adja.

Ha az n elembdl ugy valasztunk k elemet tartalmazo csoportokat, hogy a csoportban egy elem
tdbbszor is szerepelhet és az elemek sorrendje is fontos, akkor az n elem k—ad osztalyu

Vk,i — 1,lk

A fels6 indexben az i betl jeldli az ismétléses variaciot.
Példak
1. Négy sebész kettesével, felvaltva hasznalja a miitét ugy, hogy az egyikik a vezet6 sebész

legyen. Adjuk meg a lehetséges beosztast.

Megoldas
Legyen A, B, C, D a négy sebész. A vezeté mindig az elsd helyre kertl, amire 4 lehetéség

adodik. A “beosztott” sebészt a maradd 3 f6 kozill valaszthatjuk ki. igy a lehetéségek
szama
4*3 =12
A pérok tehat:
AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC
2. A METRO aluljaréjaban 4 ablaknal lehet bérletet, jegyet venni. Az egyszerre odaérkezd 8 f6,
hanyféle médon kereshet ablakot maganak?
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Biometria az orvosi gyakorlatban 3

Megoldas
Ugyanannal az ablaknal val6 elhelyezkedés is megengedett, tehat 4 elembdl (ablakbdl) kell

8-as csoportokat képezni a sorrend beszamitasaval. A csoportok szamat az ismétléses
variacié adja:

vﬁsi =48=65536

3.2.3. Kombinaciok

Ha az n szamu kildnb6z6 elembdl ugy valasztunk ki k (k<n) szamut minden lehetséges modon,
hogy a kivalasztas soran a csoportokon belll az elemek sorrendje nem fontos, akkor n elem k—ad
osztalyu kombinacidjardl beszélink. Az dsszes lehetséges kivalasztas szama:
ok = n)_  n!  _n@n-D)e@-2)@-3)..c(n-k+
"k kl(n-k)! k(k-1)...2¢1

n
Az | ) | jeldlést tgy olvassuk, hogy “n alatt a k”.

Ha a k elem kozott egy elem tébbszor is el6fordulhat, akkor n elem k—ad osztalyd ismétléses
kombinacidjardl beszéllink. Az 6sszes kivalasztasi lehetéségek szama:

ki _(n+k —lj
! k
Példak

3. Az egyetemi menza két ételkiadd ablakahoz 6 hallgato érkezik. Hanyféle médon valaszthatjak
ki maguk kozll az elsé két hallgatét?

Megoldas
A kivalasztasnal a sorrend nem fontos. A csoportok szamat a 6 f6 2-od osztalyu

kombinacidja adja
6 |
Cé = = —6' =15
2) 21*%(6-2)!

4. Egy o6ttagu csaladnal a telefon 4-szer szolalt meg TV nézés kézben. Egy személy 3-szor is
odamehetett a késziilékhez. A sorrendet nem figyelve, hanyféle mddon vehették fel a kagylot?

Megoldas
A csoportok szama 5 elem (f6) 3-ad osztalyu ismétléses kombinacioja

. 5+2-1 6 * 5%
C:;": = :6 S 4:2()
3 3 3*2*]

3.3. Binomialis egyditthatok tulajdonsagai

Az olyan kifejezéseket amelyek két tagbdl allnak binomialis kifejezéseknek nevezzik, pl. (a+b)
vagy (a—b). Vegylk az (a + b) binom hatvanyait sorba egészen a 3. hatvanyig (n = 0,1,2,3):

(@a+b)’=1

(@a+b)'=a+b

(a +b)’>=a’+2ab + b
(a+b)’=2a’+3a’ + 3ab’ + b°

Ha az egyes tagok egyitthatoit egymas ala irjuk, akkor az un. Pascal haromszéget kapjuk, ahol a
klls6 szarak mentén csak 1—es all. A haromszdg belsejében allé barmely szam a kdzvetlen felette
lévé és attol balra allé két szam Osszege:
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n n
Vezessiik be az | 0 |=1, ( ) =1 jeldléseket és irjuk fel a Newton—féle binomialis tételt:
n

(a+b)" =| gla“ +(rﬂa““b+(9a”‘2b2+...+(nrlﬂab”“ +(mb” = (Da“"‘bk

k=0

n
ahol az | k| egyltthatokat binomialis egyltthatoknak nevezziik.

A tételt a kifejtett binomidlis egyutthatokkal is felirhatjuk:

(a+b)" =a" +%a"‘1b +n(nz—71)a"‘2b2 +..+x"
A tételnek egy kdvetkezménye az alabbi kifejezés:

(1+x)" = 1+nx (nx kozel van a 0-hoz)

3.4. Kisérlet és esemény

Kisérletnek lehet tekinteni egyrészt minden olyan tevékenységet, amit valamilyen cél érdekében
hajtunk végre.

A kisérlet egyes lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezzik. Az eseményeket az ABC
nyomtatott nagybetiivel jeldljiuk. Két eseményt azonosnak tekintiink, ha egy kisérlet minden
lehetséges kimenetelét figyelembe véve vagy mindkettd bekdvetkezik, vagy egyik sem. Ha két
esemény A és B olyan kapcsolatban van egymassal, hogy A csak akkor kdvetkezhet be, ha B is
bekovetkezik, akkor azt mondjuk, az A esemény maga utan vonja a B eseményt. Az ilyen
eseményeket a kovetkez6 mddon jeldljuk:

AOB

Egy kisérlet 6sszes elemi eseményeinek a halmaza az eseménytér (Q).
Az elemi eseményekkel kapcsolatos harom tovabbi fogalom:
a) lehetetlen esemény (O): sohasem kovetkezhet be a kisérlet folyaman,

b) biztos esemény (l): mindig bekdvetkezik,

c) ellentett (komplementer) esemény (K) csak akkor kdvetkezhet be, ha az A esemény nem
kovetkezik be.

3.4.1. Eseményalgebra

3.4.1.1. Osszeadas

Az A és B események Osszege az a C esemény, amely akkor kdvetkezik be, ha az A és B
esemeények kozul legalabb az egyik bekdvetkezik:

A+B=C

3.4.1.2. Kivonas

Az A és B események kulonbsége az a A-B esemény, amely akkor kdvetkezik be, amikor az A
esemény teljesll, de a B esemény nem:

A—-B=F=AB
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3.4.1.3. Szorzas

A G és H események szorzatan azt az eseményt (jeldlésben AG) értjuk, amely csak akkor
kovetkezik be, ha a G és H esemény is bekdvetkezik:

K=GH

Ha a B és C eseményre igaz, hogy szorzatuk a lehetetlen eseményt adja akkor a két esemény
kizarja egymast:

BC=0

Egy A eseményre vonatkozéan az alabbi miiveletek végezheték el:

Osszeadas Szorzas Komplementer mivelet

A+A=A A« O=0 °=0 A+A°=]|
A+l=I AsA=A o =1 A+A°=0
A+O=A | Ael=A | (AF=A

Az eseményekkel végezhetd miiveleteket 6sszefoglaldéan Boole—algebranak hivjak. A
gyakorlatban féleg a logikai aramkorékben fontosak az un. de Morgan—azonossagok ( az
események folott a vonas a komplementer jele):

A+B=A*Bés A*B=A+B

Ezek a kifejezések tdbb tagra is érvényesek és kiterjeszthetdk.

3.4.1.4. Osszetett esemény

Egy A esemény Osszetett vagy felbonthaté esemény, ha legalabb két, téle kilonb6zé esemény
Osszegeként egyértelmien elballithaté.

K=G+H KzGésKzH

Egy elemi esemény nem allithato el6 ilyen alakban.

3.4.1.5. Teljes eseményrendszer

Az Ay, Az, As, ..., A, események teljes eseményrendszert képeznek ha igazak rajuk az alabbi
feltételek:

a) A1+A2+A3+...+An=|
b) AA =0 haizj(i=1,2 3, ..n és  j=1,2.3,..n)

3.5. A valosziniség fogalma

A mindennapi életben igen gyakran hasznaljuk ezt a fogalmat, amikor egy esemény
bekovetkezési esélyét probaljuk szamszerlien meghatarozni. A lehetetlen esemény valdsziniisége
0, a biztos esemény valdszinlisége 1, és a két szélsb érték kdzott a valdszinliségi skala egyéb
értékei szerepelnek. Minél nagyobb egy esemény bekdvetkezésének az esélye, valészinlisége
annal inkabb kozeliti az 1 értéket. A valdszinliségi értékeket p—vel jeldljik.

A valészinliség masik ismert megadasi modja a szazalékos forma, amikor pl. p = 0.5 helyett 50
%—o0s esélyt mondunk egy esemény bekdvetkezésére. Ha magat az A eseményt is jeldljiuk a
valoszinlségével egyltt, akkor a P(A) jeldlést hasznaljuk.

3.5.1. Kolmogorov—axiomak és kévetkezményei
Egy esemény valdszinliségére az alabbiak érvényesek:
1) 0<P(A) <1
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Egy esemény valdszinlisége csak 0 és 1 kozotti szam lehet.

2) P0)=0
A lehetetlen esemény valdszinlisége 0.

3) P(I)=1
A biztos esemény valészinlisége 1.

4) Ha az A és B egymast kizaré események (vagyis AB = 0) akkor az A és B eseményekre
igaz:
P(A+B) = P(A) + P(B)

Az axiomak kdvetkezményei:
a.) Ha az A esemény maga utan vonja a B eseményt, akkor a valdszinliségeikre teljesul, hogy:
P(A) < P(B)

b) Az A eseményre és ellentétjére az A-ra igaz, hogy:

P(A)+ P(A) =1

c) Két esemény figgetlen egymastol, ha szorzatukra igaz, hogy
P(A*B) = P(A)P(B)

d) Ha az A;,A,As,...,A, események paronként kizarjak egymast, akkor igaz az alabbi felbontas:
PAi+ Ao+ Az + ...+ A) = P(A)+ P(A2)+ P(A3)+...+P(A,)
Ennek az additivitasnak egy fontos esete az, haa A + A, + A3 + ... + A, események teljes
eseményrendszert alkotnak, akkor:
P(A1)+ P(A2)+ P(As)*...+P(A,) = 1

3.5.2. Klasszikus valbsziniisegi modell

A valészinUséget az egyes események relativ gyakorisaga alapjan hataroztuk meg, amit ugy
szamitunk, hogy:

k
P( A) =_
n
vagy
P(A) = keflvezo esetek s’zama
0sszes eset szama
Példa

1. Egy dobozban 5 piros, 3 fehér, 2 kék tabletta van.
Mi a valosziniisége a kék tabletta huizasanak?

Megoldas
Az Osszes lehet6ségek szama n = 10. A kedvez0 lehet6ségek szama k =2
k 2 1
P(A) = —=—=g=0.20

3.5.3. Feltételes valdszinliség

Legyen A és B két esemény és P(B) # 0. Az A eseménynek a B esemény melletti feltételes
valoszinlsége az A esemény bekdvetkezésének a valdszinliségét jelenti, ha a B esemény mint
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feltétele az A eseménynek bekdvetkezett:

_ P(AB)

P(A|B) P(B)

Kovetkezmény:
P(AB) = P(A |B)* P(B)

Ezt az egyenléséget felhasznalva, az A1,Az,As,..., A, események szorzatara kapjuk, hogy:
P(A1 i A2 ° A3 e ... An) = P(An |A1A2A3...An_1) i P(An_1 |A1A2A3...An_2) . ... 'P(A2 |A1) . P(A1)

Példa

Mennyi annak a valdszinlisége, hogy egy kétgyermekes csaladban mindkét gyermek fi, ha
a) az idésebb gyermek fiti
b) legalabb az egyikiik fia
(A fi0 és leany sziiletésének valosziniisége azonos.)
Megoldas
Legyen A az az esemény, hogy az id0sebb gyermek fil, B a fiatalabb gyermek fiu. Ekkor a
keresett feltételes valoszintliségek
P(ABA) _ P(AB 1
a) P(ABJA) = P(ABA) _ P(AB) _ 1
P(A) P(A) 2
P(ABA+ ABB) _ P(AB) _ 1
P(A+B) P(A+B) 4

b) P(AB|A+B)=

3.5.4. Nagyszamok gyenge térvénye
A kisérlet soran az A esemény bekdvetkezési valdszinlisége legyen
P(A)=p
és az ellentett esemény ( A ) valésziniisége:
P(A)=1-p=q

Legyen £>0 tetszbleges valds szam, ekkor a nagy szamok gyenge térvénye szerint:

%F-pzﬂspw
N

g’ N
A térvényt Bernoulli—féle torvénynek is nevezik. A torvény azt fejezi ki, hogy a kisérletszam (N)
novelésével egyre kisebb lesz annak valoszinlisége, hogy valamely esemény relativ gyakorisaga
és valoszinlsége kdzott nagy a kuldnbseg.

3.5.5. Fliggetlenség
P(AB)=P(A)P(B)

3.5.6. Teljes valoszinlség tétele

Ha a B4, B,, B3, ..., B, események teljes eseményrendszert alkotnak és igaz tovabba, hogy P(B;) #
0 ,akkor tetszdleges A esemény valészinliségére igaz az alabbi kifejezés:

P(A)= D P(A|B,)* P(B))
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vagyis az A esemeény valdszinlisége a B; események feltétele mellett meghatarozhaté.
Példa

Az anatdmia vizsgdn az A csoport hallgatéinak 60% -a, a B csoport hallgatdinak 80%-a sikerrel
szerepel. Az A csoport az évfolyam 15%-at teszi ki. Mi a valoszinlisége annak, hogy egy véletlenil
kivalasztott hallgato sikeresen vizsgazik?

Megoldas

Események:

a) Legyen A a vizsgalt esemény.

b) Legyen C1 az az esemény, hogy a kivalasztott egyén A csoport beli. Ennek kivalasztasara

az esély

P(Cq) = 110—50:0.15%

¢) Legyen C2 az az esemény, hogy a B csoportboél valasztottunk. Erre az esély
85
P(Cy) = — =0.85%
©2= 100 ’
A sikeres vizsgazas valosziniisége csoportonként
A csoport:
60
P(A|IC1)= —=0.6%
100
B csoport:
PAIC,) = 2 = 0.8%
2)= —=0.0"7
100

A teljes valosziniiség tétele szerint
P(A) = P(A|C)P(Cy) + P(AIC)P(Cy) =
=0.6*0.15 + 0.8%0.85=0.77

3.5.7. Bayes—tetel

Ha a B4, B,, Bs, ..., B, események teljes eseményrendszert alkotnak és igaz tovabba, hogy P(B;) #
0 és egy tetszbleges A eseményre P(A) # 0,akkor a B; eseményekre igaz az alabbi kifejezés:

P(ALB;)« P(B;)

P(B.[A) = -
P(ALB, )+ P(B,)

k=0

Tehat a B, események valdszinlisége az A esemény bekdvetkezése esetén mint feltétel mellett a
formula segitségével meghatarozhato. A kifejezésben a P(B;) valoszinliséget priori
valészinliségeknek nevezzik. A Bayes—tétel fontos alkalmazasi terllete a szakértdi rendszerek
vilaga. PI. egy diagnosztikus folyamat leirasa ezen az uton valdsulhat meg.

Példa

Atomrobbanas komyezetében harom zoénat kiilonboztetnek meg. Ezekben a taléld lakossagnak 15,
40, 45 szazaléka lakik. Az els6 zondban minden tuléld sugarsériilést szenved, a masodik illetve a
harmadik zénaban 60 illetve 25 szazalék ez az arany.
Mi a valdszinlisége annak, hogy véletlenszerilien kivalasztva egy sugarsériilést szenvedett egyént, az
az els6 zonabol valo?
Megoldas
Események
A,: els6 z6nabol valod
A,: masodik z6nabdl valo
Aj: harmadik z6nabol valo
B : az illetd sugarsériilt
Bayes tétele szerint
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2.P(B | ADP(A)

=0.299=0.3

3.6. Valoszinliségi valtozok jellemzeése

A biometriai vizsgalatok soran megfigyelt vagy mért értékek véletlentdl figgé mennyiségek,
amelyekhez szamértékeket rendellink. Ezeket a véletlen altal befolyasolt értékeket k6zds néven
valészinlségi valtozoknak (random variable) nevezzik. A valtozé név onnan szarmazik, hogy az
értéke megfigyelési egyedenként mas és mas értéket vehet fel, vagyis az érték egyedenként
valtozik. Ezeket az értékeket bizonyos valdszinliségek mellett veszik fel a valtozok, ezért
hasznalhatjuk a valoszinliiségi valtozo elnevezést.

A valészinlségi valtozoknak két formajat ismerjuk: diszkrét és folytonos valoszinliségi valtozokat.

3.6.1. Diszkreét valoszin(iségi valtozok

Ha a & valdszinUségi valtozo értékkészlete véges vagy megszamlalhatdéan végtelen xi
szamsorozat, akkor magat a {—t diszkrét valoszinlségi valtozénak nevezzuk. Ha az A [0 Q olyan
részhalmaz, amelynek elemi eseményeihez a & hozzarendeli az x, szamsorozat értékeit, akkor az
egyes események valoszinlségeit (pk) a:

Pk = P(Ax) = P(§ = X«)

formulaval lehet megadni. Az igy meghatarozott valoszinlségeket a  valtozé eloszlasanak
nevezzik. A képlet azt fejezi ki, hogy a  valoszinliségi valtoz6 az egyes x, értékeket milyen
valészinliséggel veszi fel.

Egy ¢ valészinliségi valtozo eloszlasfliggvényeét (distribution function) F(x) jeldljuk és annak
valészinlségét adja meg, hogy a & milyen valdszinliséggel vesz fel egy tetszdleges x értéknél
kisebb értéket. Jeldlésben:

F(x) = P(§ <x)

Megjegyzendd, hogy a diszkrét valdszinliségi valtozé F(x) eloszlasfliggvénye Iépcsds alaku
fuggvény.

Az F(x) eloszlasfliggvény tulajdonsagai az abrardl is leolvashatok:
O balrol folytonos,

0 monoton novekedod,
O értéke 0 és | kozotti.

3.6.2. Folytonos valdszinliségi valtozok

A valdészinlUségi valtozok azon csoportjat, amelyek értékkészlete véges vagy nem
megszamlalhatéan végtelen, folytonos valdszinlségi valtozéknak nevezzik.

Az ilyen tipusu valtozo eloszlasfuggvényének meghatarozasa éppen a végtelen értékkészlete
miatt nehezebb mint diszkrét valtozé esetében. Az egyes tartomanyok (szakaszok)
valésziniségének megadasa ugyanis kdzvetlenul nem lehetséges. Ezért kerult bevezetésre a
slrtségfliggvény (f(x)) hasznalata, amelynek révén minden szakasz valészinlisége megadhato a
szakaszhoz tartozo fliggvénygoérbe alatti terilet (integraljanak) nagysagaval.

Az is mondhatd, hogy az eloszlasfiiggvény (F(x)) a slrliségfliggvény f(x) integralja. Folytonos
valészinlségi valtozok esetében mindig létezik a & valdszinlségi valtozonak sirlségfuggvénye. A
stirGségfiggveény tulajdonsaga, hogy

00 értéke = 0 (hiszen a valoszinliség nem lehet negativ értéka),

O a flggveény gorbe alatti terlilete = | (a valészinliség max. értéke csak 1 lehet).
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Némely esetben a slirliségfliggvény meghatarozasa nem egyszeri, mert ha ismerjuk is, nem
kénnyl elvégezni a fliggveény integralasat. Ezért a biometriaban leggyakrabban hasznalt folytonos
fiiggvényekre mint pl.x* eloszlas, normalis eloszlas, F eloszlas, t eloszlas, stb.
eloszlastablazatokat készitettek éppen a gyakorlati munka megkdnnyitése miatt. Ezekbél a
tablazatokbdl a kivant valészinliségeket egyszerli modon ki lehet olvasni.

3.6.3. Valoszinlisegi valtozok varhato érteke

Ha egy kisérletet sokszor megismétliink és mindegyik kisérletet egymastal figgetlenil hajtjuk
végre, akkor a valdszinliségi valtozénak az egyes kisérletek soran felvett értékei egy jol
meghatarozott érték koril ingadoznak. Ezt az értéket varhatd értéknek nevezzik. Diszkrét
valoszinlségi valtozé esetén a varhato érték véges k esetén:

M(§) = Zn_:pkxk

Folytonos eloszlasu valoszinliségi valtozé esetén az f(x) fliggvény —eo—t8l +co—ig integralja adja a
varhaté értéket. Ennek meghatarozasa az esetek tdbbségében nem kdnny( feladat.
3.6.4. Valoszinlisegi valtozok szorasa

Egy valoszinliségi valtozé értékeinek a varhato értéke korli elhelyezkedését, szérédasat
nevezzik a valtozé szérasanak. Jeldlve D(&). Ennek négyzete a variancia ami a & valtozé és
varhaté értéke kildnbségének a négyzete, illetve ennek varhato értéke:

Var(g) = D*(&) = M[(E-M(£))’] = M(E)-[M(E)]

A széras nyilvan csak akkor van értelmezve, ha a varhaté érték is létezik.

Diszkrét valészinliségi valtozo esetén a szérasnégyzet (variancia):
n n 2
Var(§) = D€) = 3" p,x, —(Zpkxij
k=1 k=1

Folytonos valészinliségi valtozo esetén a Var(§) kétszeri integralassal hatarozhaté meg.

3.6.5. Nevezetes diszkrét eloszlasok

3.6.5.1. Binomialis eloszlas

Végezziink el egy kisérletet n—szer egymastal fliggetlenil. A kisérlet soran egy A esemény
bekbvetkezésének valdszinlsége legye P(A) = p és az ellentett esemény valdszinlisége pedig

P(K) = q = 1-p. A p—r6l feltesszik, hogy konstans a kisérlet folyaman. A ¢ valoszinlségi valtozo

az A esemeény bekovetkezéseinek a szamat jelenti. Ekkor annak valoszinlisége, hogy a kisérlet
soran az A esemény k—szor kovetkezik be a kovetkezd alakban adhaté meg:

Pk=P(§ = k)= (lljpk eq"™ (k=0,1,2,..,n)

A ¢ valoszinlseégi valtozo eloszlasat binomialis eloszlasnak nevezzik, amelynek varhato értéke:
M(E) = nep
és szorasa:

D)= /n*peq
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formaban hatarozhaté meg.
Példa

1. Egy bizonyos betegség a hagyomanyos terapiaval az esetek egynegyed részében gyogyithato. Uj
kezelést akarnak bevezetni, melyet el6zéleg 10 betegen kiprobalnak. Ha legalabb heten meggydgyulnak,
akkor az 0j kezelést bevezetik. Ha legfeljebb harman gyogyulnak meg, akkor az 1 eljarast elvetik. Ha 4,
5, vagy 6 beteg gyogyul meg, akkor az eljarast tovabb vizsgaljak.
A kezelés hatasa a régi terapias eljarassal azonos. Hatarozzuk meg a harom esethez tartozd
valdszinliségeket.

Megoldas
Jeloljiik a vizsgalt eseményeket A, B, C betiikkel. Az események binomialis eloszlast

kovetnek, igy
10(10
P(A)= Z( ' JO.25"0.751°"‘ =0.0035
k

=7

10
P(B)= kio( ' ]0.25k 0.75"°7% =0.7759

P(C)=1-(P(A)+P(B)=1-(0.0035 + 0.7759) = 0.2206

3.6.5.2. Poisson—eloszlas
A

k

“PE=k)= e k=0,1,2
Pk = (E_ )_Ee ( - Y b ’)

eloszlast a & valoszinliségi valtozé Poisson—eloszlasanak nevezziik, ahol A>0 egy tetszdleges
valés szam.

Poisson eloszlast kévetnek pl. a kalacsban egy adott terliletre esé mazsolak szama, a lehullé
hopelyhek szama egy adott tartomanyon, baktériumok, sejtek szama.egy adott téfogatban,
balesetek szama egy iddintervallumban, stb.

A Poisson—eloszlas és a binomialis eloszlas kdzott szoros a kapcsolat. Ha a binomialis
eloszlasban n nagy és a vizsgalt esemény valészinlisége a p értéke 0—hoz kdzeli érték (az nep
szorzat értéke < 5), ilyenkor a A = nep valasztassal a binomialis eloszlas jol kozelithetd a Poisson—

eloszlassal:
n k _n-k )\k -A
=—¢
(kjp T

M(&) = A

A Poisson—eloszlas varhato értéke:

szoérasa:
D(E) = VA

Példa

Egy vizsgalat kimutatta, hogy egy adott toban a baktériumok 2 baktérium/cm’ stiriiséggel fordulnak
el6, és Poisson-tipusi eloszlast kovetnek. Mi a valosziniisége, hogy egy 2 cm’ nagysagh minta

a) baktériummentes

b) legalabb két baktériumot tartalmaz?

Megoldas

11 Dr. Dinya Elek
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A mintaban 4 baktérium van, igy A=4 paraméter(i Poisson-eloszlassal van dolgunk.
a) P(k=0)=¢"=0.0183
b) 1-(P(k=0)+P(k=1))=1-5¢"=0.9080
3.7. Nevezetes folytonos eloszlasok
3.7.1. Egyenletes eloszlas

Az egyenletes eloszlas slrlségfliggvénye és grafikonja:

0 ha x<a
1
fx)=4—— ha a<x<b
b-a
0 ha x>b

Eloszlasfiiggvénye:

0 ha x<a
F)=PE<)=12"2 ha a<x<b
b-a
1 ha x>b
A varhato érték és szoras:
a+b b—-a
M(E) = és D) =

[\©]
g
(&)

3.7.2. Exponencialis eloszlas
Az exponencialis eloszlas slirliségfiggvénye:
0 ha x<0
f(x) =
Ae™™ ha x>0

ahol x>0 tetsz6leges pozitiv szam.

Az exponencialis eloszlasfiggvény alakja

0 ha x<0
F(x) = P(§<x) =
1-e™ ha x>0

A varhato érték és szoras:
1

M(g) = N és D)= %
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Exponencialis eloszlast kévetnek pl. a radioaktiv bomlasi folyamatok, az alkatrészek élettartamai
stb.

Az exponencialis eloszlas altalanositott alakja a Weibull-eloszlas, amelynek slirliségfiiggvénye (c
>0 és a > 0 allandok):

a

ceaex“'ee™ ha x=0
f(x) =
0 ha x>0

Eloszlasfiiggvénye:

1-e™* ha x=0
F(x) =
0 ha x<0

A Weibull-eloszlas egyik sajatsagos felhasznalasi terilete a gyogyszerkinetikai vizsgalatok.

3.7.3. Normalis eloszlas

A statisztikai vizsgalatok szempontjabdl az egyik legfontosabb eloszlas a normalis eloszlas.
Kdzponti helyet foglal el a vizsgalatok k6zott mivel szamos statisztikai eljaras ezen az
eloszlastipuson alapszik. Maga az elnevezés is arra utal, hogy a mért adatainktol az varjuk, hogy
ilyen modon viselkedjenek, mert az a természetes, a normalis viselkedése az adatoknak. Az
eloszlas tobbféle elnevezéssel is hasznalatos: Gauss—eloszlas, harang—gorbe elnevezések
szinonimai a normalis jelzének.

Egy tetszbleges & valoszinliségi valtozé normalis eloszlasu, ha sirliségfliiggvényére igaz az alabbi
kifejezés:

_(x—p)?
e 20°

f(x) =

O+/2TT

A kifejezésben a | és 0 az eloszlas két paramétere, ahol [ tetszdleges valdés szam, a o
tetszbleges pozitiv szam. Ez a két paraméter hatarozza meg, hogy a végtelen sok eloszlast
tartalmazo un. normalis eloszlascsaladnak éppen melyik tagjat vizsgaljuk.

Az ilyen tipusu eloszlasok szimmetrikus, egycsucsu eloszlasok, amelynek szarai a —o és +oo —hez
tartoznak. A fliggvények az X—tengelyt csak aszimptotikusan kdzelitik, de azt soha nem érintik. A
gbrbe maximum helye az X—tengelyen a u értéknél van. A o paraméter a gorbe szélességét,
vagyis az adatok elhelyezkedését hatarozza meg.

Az eloszlas varhato értéke és szérasa:
M(E) = és DE)=o

A harang—goérbe csucsa az eloszlas varhaté értékénél a py értéknél talalhato.

Barmely normdlis eloszlasra igaz, hogy az adatok 68 %—a a varhat6 értéktdl a p—o és p+o
tavolsagon belll helyezkednek el, vagyis az adatok a varhaté érték koril tdmérilnek. Tovabbi
jellegzetessége az eloszlasnak, hogy az adatok 95 %-a a p—20 és pu+20 értékek kozt van és az
adatok 5 %—a helyezkedik el ezen tavolsagokon kivul. Ez a rész az un. farok rész (tail) a
szignifikancia vizsgalatokban kap igen fontos szerepet. Ebbe a részbe csak kis valdszinliséggel
esnek adatok, s ezt a tulajdonsagot hasznaljuk fel dontéseinkhez.

Mivel a normalis eloszlasok atszamolhatok az egyikbél a masikba, minden eloszlas azonos alakra
hozhaté az un. standardizalasi eljarassal. Az igy kapott normalis eloszlast standard normalis
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eloszlasnak nevezzik, és igaz ra, hogy az eloszlas varhato értéke a p=0, szérasac = 1. A
standardizalasi formula, amellyel barmelyik & normalis eloszlasu valtozot egy Uj z valtozéba
standardizalhatjuk:

Zi =

A kifejezés azt jelenti, hogy minden mért x; értékbdl levonjuk az eredeti normalis eloszlas varhatd
ertékét és a kuldnbséget osztjuk a szorassal. Az igy kapott z; értékek eloszlasa standard normalis
eloszlasu lesz. Az eljaras eredményeképpen az eloszlas szimmetria—tengelye az Y—tengely lesz
€s a szorasok egységnyi tavolsagban helyezkednek el az origd koérdl. A standard normalis
eloszlas sirlségfliggvénye:

XZ

2

1
b(x) = —e
N2
A standard normalis eloszlas s(rliségfiggvényére a ¢(x), az eloszlas fliggvényére a @(x)
jeloléseket hasznaljuk.

A fuggvény tulajdonsagai az alabbiak szerint foglalhaté dssze:
a) szimmetrikus figgvény az y—tengelyre (az y tengely a szimmetria tengelye)

o(x)=0(—x) es  @-x)=1-¢(x)

b) a fliggvény legmagasabb pontjanak koordinatai:

1
(0, ——— =04) értékek

\am

c) a fuggveény gorbe alatti tertlete = 1, ami azt jelenti, hogy egy standard normal eloszlasu
valoszinlségi valtozo értékei 1 valoszinliséggel a (-0, +) tartomanybdl szarmaznak

1
f) az a) és e) pontok értelmében az y tengelytdl jobbra és balra elsé teriiletek nagysaga: 5

g) egy tetszbleges (U,0) paraméter(i normalis eloszlasu valdszinliségi valtozé slriiség és
eloszlasfliggvénye kifejezhetd a standard normalis eloszlas hasonlo fliggvényeivel:

stirlségfiiggvény: f(x) = l¢(x —H )
ag ag

eloszlasfiggvény: F(x) = {X - HJ
o

h) a binomialis eloszlas tagjait j6 megkdzelitéssel meghatarozhatjuk a standard normalis eloszlas
segitségével, ha az n nagy és a p, q értékek nincsenek szorosan a 0 kézelében, akkor:

W, nk o 1 k—n'p\
(k)p ! Jn'p'qq)[Jn'q'p

a kozelités akkor jo, ha az nep>5 és neq>5 egyenlbtlenség teljesiil.

Hasonl6 kapcsolat van a Poisson—eloszlas és standard normalis eloszlas kdzétt is, ha a A elég
nagy, akkor a Poisson—eloszlas jol kdzelitheté a standard normalis eloszlassal:
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Példa.

Tegyiik fel, hogy a sorozason megjelend férfiak korében a systoles vérnyomasérték varhato értéke
130 Hgmm és a szdrasa 12 Hgmm. Varhatoan a férfiaknak hany %-a esik a 140-150 Hgmm
tartomanyba, ha a vérnyomas értékek eloszlasa normalis eloszlast kovet?

Megoldas. A feladat értelmében a L= 130 és a 0 = 12. Transzformaljuk at az értékeket z
eloszlasba, hogy a standard normalis eloszlas tablazatat tudjuk hasznalni.
X—pu _140-130 _10

=—=083
o 12 12

Z4

X_’U:ISO_I?’O:&:LW
o 12 12

Z

A keresett aranyt a z; és z, értékek kozotti teriilet nagysaga adja meg:

A teriilet megallapitasahoz hasznaljuk az I. tablazatot:
T= Z167 — 2083 = 0.4554 — 0.2881 = 0.1673

vagyis

P(140 < x < 150) = 0.1673
Tehat varhatoan a férfiaknak 16.7 %—a esik az enyhe hipertonias kategoriaba.

3.8. Centralis hatareloszlas tétele

A statisztikaban oly fontos normalis eloszlast a valdszinliség szamitas egyik alapvetd tétele a
kézponti (centralis) hatareloszlas tétele biztositja. A tétel szerint — szabad megfogalmazasban —
egymastol fuggetlen sok apro hatas egylttes eredményeként keletkezett értékek eloszlasa
normalis eloszlast kovet flggetlenll az 6sszetevok eloszlasatol.

Kuléndsen fontos a tétel alkalmazhatésaga az élettani folyamatok esetén, hiszen itt egy—egy
jelenség szamos fliggetlen hatas ereddéjeként alakul ki.

3.9. Szabadsagfok fogalma

A szabadsagfok fogalmat Sir R.A. Fisher vezette be. Egy statisztika szabadsagfokat — amelyet df—
el (degrees of freedom) jeldllink a tovabbiakban —, ugy definialjuk, hogy az N mintaszamboal
levonjuk az adott statisztika kiszamitashoz szukséges, az adatokbol mar meghatarozott
paraméterek k szamat.

df =N -k
A példa kedvéért az alabb bemutatott statisztikak a késdbbi fejezetekben részletesen targyalasra
kerulnek.
Példa.

Az n szamu minta adatbol szamitott szamtani atlag szabadsagfoka n, mivel az atlag kiszamitdsahoz
csak a minta adatokat hasznaljuk fel, a képletben nincs olyan paraméter, amit az adatokbol
szamolnank ki:
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=}

i=1 X X, Fx, o EX)

n n

A szamlaloban csak a minta adatai, a nevezOben a minta szama szerepel.
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