KOMBINATORIKA

Permutécio: n egymastol kilénbdzo elem egy meghatarozott sorrendben vald elrendezése az n
elem egy permutacidja. Az 6sszes permutécid (kilénb6z6 sorrend) szama: P" =n! onh=1
n*(n-1)*...*3*2*1 = n!

Ismétléses permutécio: Ha az n elem kozott ki, ko, Ks, ... kj darab egyezé van - azaz | kiilonb6z6

. PRy s . n!
féle elem van -, akkor az n elem ismétléses permutacidinak szama: B, , , = K
UKLk !

Variacio: ha n kilonbdzo elembdl k kiilonbozot kivalasztunk (k<n) és sorrendbe allitjuk azokat,

,,,,,,

, n n!
szama: V, = ———

(n—k)

(h—ky

Ismétléses variacio: n kilonb6zé elembdl k-t kivalasztunk (alt. k<n, de lehet k>n) és sorrendbe
allitjuk azokat. A kivalasztasnal ismétlédést is megengediink, tehat ugyanazt az elemet

t6bbszor is kivalaszthatjuk. Az igy keletkezd Gsszes ismétléses variacio szama: V,"' = n*

n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1) =

n*n*.*n = nk

Kombin&ci6: Ha az n kilonb6z6 elembdl k-t kivalasztunk (k<n), de a kivéalasztottakat nem

=77

|
lehetséges kombinécié szama: C, = (Ej = W (nj =1
n—k k!

Ismétléses kombinacid: Ha az n kiilonb6z6 elembdl k-t kivalasztunk (alt. k<n, de lehet k>n), de
a kivalasztottakat nem rakjuk sorrendbe, és a kivalasztott elem megismétlédhet, akkor a

n+k—1J_M

keletkez6 ismétléses kombinécidk szdma: C."' = =
k (n—1)k!

A képlet levezethetd a kombinaciok szamanak képletébél a kovetkez6 elgondolads alapjan: az ismétlés
kovetkeztében a kivett elemeket mintegy "visszahelyezzik", tehat a 2., 3. ... k. elem kivalasztasanal is a teljes
elemhalmazbol valasztunk. igy olyan, mintha egy n+(k-1) elemszamd halmazunk lenne, hisz minden
visszahelyezéssel "noveljik" az eredeti elemszamot. Visszatevés pedig k-1 darab van, mivel az utolsé kivétel
utan nem helyeziink vissza semmit. Tehat egy n+k-1 elemii halmazbdl vesszink ki k elemet ,,ismétlés nélkil”.

A kifejezésnél a nevez természetesen ([n +k- 1] B k)! k= (n B 1)! kt



VALOSZINUSEGSZAMITAS

1. ESEMENYALGEBRA - FOGALMAK ES ALAPOK

Elemi események: egy (véletlen jelenségre vonatkozd) kisérlet lehetséges kimenetei, amelyek
egymast kizérjak.

Eseménytér: az dsszes elemi esemény halmaza.

Véletlen esemény = esemény: az eseménytér egy részhalmaza (tehat elemi események
halmaza). Egy esemény bekovetkezett, ha a kisérlet kimenetele olyan elemi esemeény, ami
eleme az adott eseménynek.

Az eseményalgebra tehat egyenértékii egy halmazalgebraval.
Az eseményalgebraban (és hasonléan a halmazalgebraban)

- két miiveletet definidlunk: 6sszeadas és szorzas;

- minden eseménynek van ellentéte;

- egységelemnek a H-t, nullelemnek a -t tekinthetjuk.

Az eseményeket alt. nagybetiikkel jel6ljuk: pl. A, By, B, esemény.

Két esemény dsszege (halmazelméletben unidja: AL B) az az esemény, amely akkor és csak
akkor kovetkezik be, ha legalabb az egyik esemény bekdvetkezik (vagy A, vagy B, vagy
mindkett6). Jelélése A+B.

Két esemeény szorzata (halmazelméletben metszete: A B) az az esemény, amely akkor és csak
akkor kovetkezik be, ha mindkét esemény bekdvetkezik. Jeldlése A-B = AB.

Biztos esemény maga az eseménytér (= az 0sszes elemi eseményt tartalmazé halmaz, H),
lehetetlen esemény pedig az reshalmaz ().

A esemény ellentéte (komplementere) az A esemény, amely akkor és csak akkor kévetkezik be,
ha A nem kdvetkezik be. (A biztos esemény ellentéte a lehetetlen esemény.)

A és B események kiildnbsége: A-B = AB .

A esemény maga utan vonja B-t, ha az A eseménynek megfelelé6 halmaz részhalmaza B-nek,
vagyisAc B.

Az A1 Az ,...,A, esemeények teljes esemenyrendszert alkotnak, ha
(1) egyikilk biztosan bekovetkezik, vagyis > A =H és
i=1
(2) egymast paronként kizarjak (diszjunktak), vagyis AiAj=  hai#]j. = egyszerre csak
1 kovetkezik be!

Vagyis egy teljes eseményrendszer H egy osztalyozasa. (Az eseménytér 6sszes elemi eseménye
teljes eseményrendszert alkot.)



2. AVALOSZINUSEG

Az A esemény relativ gyakorisaga (fa): az A esemény bekdvetkezéseinek szdma, aranyitva az
0sszes kisérlet szamahoz.
Ha n Kisérletb6l az A esemény ka esetben kovetkezik be, akkor az A esemény relativ

gyakorisaga fA:k—A (ahol ka - az A esemény gyakorisaga).
n

Zi: X i

Mas megfogalmazésban: f, = , ahol xa az A esemény indikatorvaltozoja, amelynek
n

értéke 1 - ha A bekodvetkezik, és 0 - ha A nem kdvetkezik be.

Az A esemény valo6sziniisége (P(A)) az a szamérték, amely koril az esemeény relativ
gyakorisaga ingadozik, ha egyre tobb kisérletet végzink.
P(A) =Ilim f,
P(A) tehat azt mutatja meg, hogy az A esemény az 0sszes Kisérlet varhatéan (atlagosan) hany
szazalékaban kdvetkezik be.

A valdsziniiség tulajdonsagai:
1) Minden A eseményre 0 <P(A)<1 (aholAc H);
2) P(H)=>_P(h) =1 ahol h; - elemi események;

3) Minden Ac H eseményre P(A) = > P(h)
hieA
(vagyis A esemény vszg-e egyenlé az elemi eseményei vszg-nek 6sszegével);
4) P(A) =1-P(A) (egy esemény ellentétének vszg-e = 1 - az esemény vszg-e);
5)ha A c B, akkor P(A) <P(B) ;
6) P(A+B)= P(A) + P(B) - P(AB) .
ha diszjunktak ez a tag 0
B

Ez altalanosithato 3 ill. n (tetszéleges) eseményre is.

3. KLASSZIKUS VALOSZINUSEG

Az elemi események egyforma valésziniiségiiek, vagyis:

P(h) = ﬁ = 1 ahol i=1,23,...,n (egy elemi esemeény vszg-e = 1/ 6sszes elemi események
n
szama)

Ilyen esetben egy k elemi eseménybdl allo A esemeny vszg-e:
|Al  k _ kedvezs _esetek _széma

H| " n Hsszes_esetek szama
Vagyis a halmazok szamossagaval (elemszamaval) felirhaté az események vszg-e.

pl. szerencsejatékok

P(A) =




Feltételes vszg.
A P(A| B) feltételes val6sziniiség az A esemény valoszinisége feltéve (azon feltétel mellett),

hogy B esemény bekdvetkezik. Akkor kapjuk meg, ha egy A esemény vszg-t nem a teljes H
eseménytéren, hanem csak azok kozott az esetek kdzott vizsgaljuk amikor B is bekovetkezett.

P(AB)

P(AB) = o8 feltéve, hogy P(B) +# 0.

Ebbsl:  P(AB) = P(AB)-P(B).
Altalanositva n esemény szorzatara:

P(AA..A) = P(A|AA.A DPAAA.A)..P(A|A)P(A)

Ha A és B esemény fliggetlenek, akkor igaz, hogy

P(AB) = P(A)-P(B) és P(AB)=P(A).

Azaz fliggetlen események bekovetkezésének vszg-e a két esemény szorzata.
Teljes valdsziniiség tétele:

Ismert A esemeény vszg-e B;,Bo,...,B, feltételek mellett, ahol B1,B,,...,B, teljes eseményrendszer.
Ekkor az A esemény valoszintisége igy szamithato ki:

P(A) =) _P(AB)P(B;) ahol P(B;)#0.
i=1
(= a feltételes vszg-ei szorozva a feltétel vszg-ével és ezek dsszegezve)
Bayes-tétel:
Ha ismertek a P(A| B,)és a P(Bi) # 0 vszg-k, kiszamithatok a P(Bi|A) feltételes vszg-k - a

kodvetkezok alapjan:
P(B|A) = P(AB) _ P(AB,)P(B) _ P(AB,)P(B)

P(A) P(A) iP(AIBi)P(Bi) '

ahol By,By,...,Bn események teljes eseményrendszert alkotnak.
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Diszkrét és folytonos eloszlasok

Diszkrét eloszlasok

Diszkret eloszlasok azok, ahol a valosziniségi valtozd lehetseges értékei végesek, vagy
megszamlalhatdan végtelenek.

Minden diszkrét eloszlast az xy érték felvételének valdszintiségével (roviden Py), a varhato értékkel [M(&)
vagy mas jeloléssel E(&)] és a szorasnégyzettel ( vagyis varianciaval) [D*(&)=V(&)] jellemziink.

Egyenletes eloszlas
1

P(ég = Xk) =
n

M(§)=%2Xi aholk=1,2,3,...n
i=1

2 RN 2 ;xf ;Xi
D*(&) == (% -M) ==——|-

n4s n n

Binomialis eloszlas

A Kisérletnek 2 lehetséges kimenetele van. Az egyedi valosziniiségek nem véaltoznak a kisérlet soran
(vagyis visszatevéses mintavételnek szamit kombinatorikailag). Akkor hasznalhatd, ha a populécié
nagy vagy a mintavétel visszatevéses. llyenek pl. a jel6lés-visszafogasos kisérletek.

Annak a valdszintisége, hogy n fliggetlen kisérlet soran a p val6sziniiségii A esemény k-szor kdvetkezik
be:

n
P& = X"):[kjpk(l_ p)™ aholk=0,1,2,...n
Az ilyen eloszlasu & valtozé binomidlis eloszlasu.

M (&) =np

D?(£) = np(l-p)
[ Ha a fliggetlenség séril, a kdvetkezo két jelenség egyike figyelheté meg:
e Clumping = csoportosulas: az azonos tipusi események csoportosulnak (ha az egyik
bekovetkezett, nagyobb a vszg.-e, hogy legktzelebb is az kovetkezik be)
e Repulsion = taszitas: ha az egyik kimenetel bekdvetkezett, utdna a masik kimenetel
bekbvetkezése a valoszintibb. ]

A binomidlis eloszlas altalanositasa a POLINOMIALIS ELOSZLAS. Egy Kisérletnek legyen r szamu
kimenetele, az A, A, ... Ar események. Annak a valosziniisége, hogy n fiiggetlen kisérlet soran

a p; valdsziniséga A; esemény ki-szer,

a p; valdsziniiségi A, esemény kp-szer,

a pr valészintiségi A, esemény k,-szer
kovetkezett be:

|
P& = %,&, = Xprenéy =X,) = T Pl plLpl ahol ky+ke...+ke=n
kK, !.. k!



Hipergeometrikus eloszlas

A Kisérletnek 2 lehetséges kimenetele van. Az egyedi val6sziniiségek valtoznak a kisérlet soran (vagyis
visszatevés nélkili mintavéetelnek szamit kombinatorikailag). Akkor hasznalhatd, ha a populécié/urna
relative Kicsi.

Ha N elég nagy és n Kkicsi, a visszateves nélkili mintavétel valdsziniisége jo kdzelitése a binomidlis
eloszlas megfelel6 valoszintiségének (vagyis a hipergeometrikus eloszlas tart a binomialishoz).

Ha N darab elembdél &l16 halmazban E elembél s darab van, és n elemii mintat vesziink visszatevés nélkiil,
akkor annak a valésziniisége, hogy a kivettek kozott k db E lesz, a kovetkezé:

P@xnbaﬁijj
o)

Az ilyen eloszlasu & valtozé hipergeometrikus eloszlasu. Ha E elem relativ gyakorisaga p = s/N, akkor
M (&) =np

20y B ~n-1
D@%m@pﬁ MJ

A hipergeometrikus eloszlas altalanositdsa a POLIHIPERGEOMETRIKUS ELOSZLAS. Legyen a fiiggetlen,
visszateveés nelkili mintavetelnél r kilonbdzo kategoriank: A, Ao, ..., Ar, ahol egy-egy kategorian bell
rendre Sy, Sy, ... Sy €lem van. Annak valdsziniisége, hogy

az 1. kategoridba esok kozul k-et,

az 2. kategoriaba es6k kozul ko-et,

az r. kategoriaba esok kozul ket

tartalmaz az n elemi minta:
s, \(S, S,
k Lk, K

P(égl =X1,6, = Xppeen &y = Xr) =

A polinomialis illetve polihipergeometrikus eloszlasok alkalmasak a tébballapotd tulajdonsagok
(karakterek) allapotainak jellemzésére.

Poisson eloszlas

A binomidlis eloszléas, ha n — «, p — 0 (a minta nagy és az egyik vszg. kicsi), és np = A allando, akkor
tart a Poisson eloszlashoz. A kisérletnek itt is 2 lehetséges kimenetele van: adott esemény bekovetkezik
vagy nem (pl. a talajmintaban talalunk moha spérat vagy nem talalunk).

Az eléfordulasok szama tér vagy idobeli egységre vonatkoztatva ismert. Az el6fordulasok egyenként
véletlenszeriiek. A bekdvetkezések szdma megadhato, de a "nem bekOvetkezések" szama nem adhatd
meg. Pl. baktériumsejtek a mikroszkop latéterében, villamcsapasok szama érankeént, stb.

PE=%)="0"  anolk=0,12.....
M (&) =D?*() =2

A Poisson eloszlas viszonyitasi alap a biolégidban, mivel az el6fordulasok fuggetlenségét feltételezi!




Folytonos eloszlasok

A folytonos eloszlasok jellemzésére az f(x) siriségfliggvényt, az F(x) eloszlasfiiggvenyt, az M(&) varhato
értéket és a D(&) sz6rasnégyzetet hasznéljuk.

Normalis eloszlas

A természetben akkor taldlkozunk normalis eloszlassal, ha sok, egymaéstdl fuggetlen, egyenként kis
hatdst tényezé hatasa 6sszeadddik. Emiatt a kdzvetlentl mért, véletlenszerti ingadozasokat mutatd
adatok jo kozelitéssel normalis vagy Gauss-féle eloszlasi sokasaghdl vett mintanak tekinthetok.

(x=)
202

f(x):a\/lge

X (¢-uy
1 — e . e
F(x) = e 20° (Az f(x) egy Gauss-féle haranggorbe, Id. 2.abra.)
0=[ e ¥
M(x) = u
D*(x) =0’

Mint lathaté a normalis eloszlas két paraméterrel adhaté meg. A normalis eloszlas szokasos rovid jeldlése
az N(Y, o). Példaul az N(5, 2.4) egy 5 varhato értekii, 2.4 sz6rasu normalis eloszlast jeldl.

A tablazatba foglalhatosag miatt és kenyelmi szempontokbdl Kitlintetett a g = 0 véarhato értéki, o = 1
szoOrasu standard normalis eloszlés. Ennek siirtiség-, és eloszlasfliggvénye:

XZ

o(x)= %92

®(x)=%je 2 d¢

Ezen specialis eloszlas szimmetrikus, azaz ¢(-x) = @(X), illetve ®(-x) = 1-D(X).
Barmely N(i, o) eloszlas levezethet6 az N(0,1) standard normalis eloszlasbodl a kovetkezékeppen:

f(x)=§¢{x;"j

F(x):cp(x_”j
(o}

Két vagy tobb fuggetlen, J10
normélis  eloszlast  valtozo
0sszege szintén normalis
eloszlasu. A varhato értékek és a
szorasnégyzetek ez  esetben
Osszeadodnak.

Ezt nevezzik standardizalasnak.
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1. abra: A normalis eloszlas siiriiség-
(f(x)), és eloszlasfluggvénye (F(x)).

«f



Egyenletes eloszlas az (a,b) intervallumon
Az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiggvényének értéke az (a,b) intervallumon allando.

f(x) :bihaa< x < b, kalénben f(x) =0, f(x)
-a
0 ,hax<a ﬁ - —
F(X) = X8 haa<x<b .
b-a ™ |
1 ,hax>b a b X
a+b
M) ="~ FOO |
b—a)
Dz(é:):( ) /
12 >
[ i)
a X

2. dbra: Az egyenletes eloszlas sirtiség- (f(x)), és
eloszlasfuggvénye (F(x)).

Egyenletes eloszlas esetén az egy-egy intervallumba esés valdsziniisége egyenesen ardnyos az
intervallum hosszaval.

Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas stiriiség-, és eloszlasfiggvénye:

f(x):{ 0,hax <0 } ,(

e hax>0

#(x)

F(x) = 0,hax <0 -
~|1-e*, hax>0 ' !
A véarhato érték és a szorasnégyzet:
1
M(&)=D*(&) ==
A
=
X

3. abra: Az exponencialis eloszlas siirtseg- (f(x)),
és eloszlasfliggvénye (F(x)).

Az exponencialis valdszintiségre igaz az "0rokifjusag". Egy objektum (részecske vagy él6lény) populacio
élettartamat exponencialis eloszlassal modellezve igaz az, hogy ha egy objektum nem halt meg x ideig,
akkor ezt kovetéen a talélési valosziniisége ugyan olyan, mintha a folyamat az x idépontban kezd6dott
volna. (A halal vszg-e minden iddintervallumban azonos.)

Jo kozelitéssel ilyen pér alacsonyabb rendi tengeri €l6lény, pl. a korallpolipok élettartaméanak eloszlasa.
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